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らの非整数値 を取 り得る次元のことをまとめてフラクタル次元 と呼んでいるのが現状である｡






































































図1.3.3 正 方 形 に よ る 粗 視 可 ｡
考 え て い る 点 を 正 方 形 (斜 線 )の 数 を 数 え る ｡
D次元的であるということになるo直線や平
面の場合のようにDが整数値をとるときには,経験 的 な 次 元 と 一 次 す る こ と は 明 ら か で あ ろ う .
この方法は,点の分布,曲線の形だけに適用され る の で は な く , 川 の よ う に 沢 山 の 分 岐 を 含 む
図形の解析などにも適用でき,非常に一般性の高い 方 法 で あ る ｡
この方法をさらに拡張したような次元として,情 報 量 次 元 と~呼 ば れ て い る 量 が あ る ｡ こ れ は ,
確率的耳 点の分布に対 して有効であるO空間を,前 と 同 じ よ う に 1辺 が r の 細 胞 に 分 割 し , i
番 目の細胞に点が入る確率をPi(r)とする｡これは , 空 間 を 長 さ r で 粗 視 化 し て 観 測 す る こ と







という変化をするとき,DIをこの分布の情報量次 元 と 呼 ぶ o こ の 定 義 の 意 味 は 一 見 わ か り に く
いかもしれないが,Dzカ嘩 数値をとる場合には,経 験 的 な 次 元 と 一 致 す る こ と は ,容 易 た 確 か
められる.例えば,点d次元空間を一様に埋めるよ う な 分 布 を し て い る 場 合 を 考 え て み る o
pi(r)は細胞の大きさに比例するので,Pi(r)-Po ･ rd と お け る O こ れ を ( 113･6)式 と ( 1･
3.7)式に代入することにより,DT-dとなるこ と が わ か る o
(1.3.5′)式によって定まる次元Dと,情報量 次 元 DIは ,-ど ち ら も 点 の 分 布 に 対 す る 次 元 を
与えているが,一般的に両方の間には次の不等式 が 成 立 す る ｡3)
D≧Dz ( 1･3･8 )
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なく,膜は全体としては絶縁体である｡ pがほぼpcに近い値 0･752になると, 連結したひと
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乱流 は一般にフラクタル的性質を持 っ て いることが期待される｡レイノルズ数は,流れの場
の特徴的な長さに比例するので,レイ ノ ル ズ数 が発散するような極限を想定すると,特徴的な
長 さ も発散し,前に述べた相転移 と同 様 に ,特徴的な長さのない状態が実現すると考えられる
か らである｡
レイ ノルズ数が十分大きく,等方的 で ある3次元乱流において,エネルギー散逸領域が実際
にフラクタル構造を持っていることが , 最近実験 的に確認された｡座標ガにおけるエネルギー
散 逸率 を 6(x)としたとき,
















































































































































































































前章の §2.4におい て , 微 粒 子 の 凝集体のフラクタル構造について述べたが,このような構
造は単純な規則を定め る だ け で , コ ン ピューターによって造 り出すことが可能である｡その規
則とは,次のような も の で あ る ｡33)
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一般に と--で軌道が吸引される極限集合 をア トラクターと呼ぶが,(3.2.1)式によっ
て記述されるローレンツ系のア トラクターは,図3.2.1に示される軌道のような,有界領域で
















































クタルの概念がまだ一般的ではなかったので, ｢奇妙な｣ とい うような呼び方を余儀な くした



















ここでリヤプノフ指数 Aaは次のように定義される量である｡ ある時刻 tにおいてα方向に短






が, リヤプノフ指数である.39) 人が正 (負 )ならば,2点は指数関数的に離れる(近づく)
わけである｡方向を表わすパラメータαをはっきりさせる為,適当に直交座標を考え,その軸
の方向をαによって示すことにする｡ 即ち,αは自由度の数と同じだけの数がある｡伸長の詳
細は局所的に伸びる方向の数 (1α>0の数 )7n+･縮む方向の数 7n-,伸縮のない方向の数7nO
および平均伸縮率






D -mO+-' { 1+ 骨 } (3･2･8)
0_ +pローレンツ系においては, ,n - ,n - ,a--1であり, i+≒ 1.4, }~幸一2.2 となるので,
(3.2.8)式より決まるフラクタル次元はβ≒ 2.06となり, 実際に測定した次元の値とよく
一致 している｡この方法を使 うと,前に述べた方法よりもずっと簡単に奇妙なア トラクターの
フラクタル次元を推定することができる｡
o写像によるカオス





x n+1= r Xn(1-xn)I 0≦ r≦ 4 (3.2.9)




(1) 0≦r<1では,xnは単調減少で Xn-0となる｡ (n-- )





(ホ) 1+√す く r≦4｡ この領域において,rを変えた時のxnの平衡値の変化は非常
に複雑である｡ その様子は図 3.2.4に示してある｡ まずγの増大とともに4周期,8周
期,--と2'L周期が次々とでてくる｡ 2∞周期があらわれるrは,およそ3.57である｡















p(wo′2n+ 1) 〟-6.57 (2.2.ll)









































γ≠ 3.8284であり,それよりも大きな γに対しては, リー ･ヨークの定理が成立している｡
ロジステイク写像 (3.2.9)は,歴史的には人口の増減のモデルであるロジステイク方程式
d














とおくことによって, (3.2.9)式が得られるわけである｡ 微分方程式 (3.2.14)の解は,任










y n 一 言 sin l 1 √ 亮
によって,折れ線型の写像になる｡ (図3.2.4)





















I - ∑w n･2~n-1
TL=0
(3.2.19)
とするのであるo ta'n)を与れば Z が決まるので,問題はyo∈ 〔0,1〕を与えたとき･ Z
∈〔0,1〕がどうなるかということになる｡ここで,2進数表示した Zの小数点以下を1桁ずら






























































fl(Z)- α言 , f2(Z)- (1-a)言 +α
α-1+令2
ならば,xはコツホ曲線となる.またR2上で























ここで γiはクラスターの重心からi番 目の点までの距離をあらわ し,く･･･>は,S個の点か
らなるクラスターすべてにっいての平均を意味する｡ 月∫が∫のべキに比例するとき, クラス
ターはフラクタルであり,その輪隔の次元をDとすれば (1.3.ll)式より,
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図3.4.1は,カミナリの写真 52) よりトレースした放電パター.ンである｡ このような分岐を
ともなうフラクタルは,川や血管などにも見られるが,それらはどれもよく似た構造をしてい













































































放 電 の成 長 は必 ず しもいつ で もパ ー コ レーションクラスターができるまで続くわけではなく,
第 1も しくは第 2ステ ップで止 まって しま うこともあるoしかし,第 3ステップの放電が起こ
った場合 に は, だいたいいっ で も放 電 はパ ー コレーションクラスターができるまで継続する｡





























































自明でない最も簡単なオー トマ トンの例を示そう. ai(n)によって,時刻nにおけるも番目
の格子点上の値を表すことにする. ai(n)の取 りうる値は 1と0の 2つだけであるとし, 時
間発展の規則を次のように定める｡
ai(n)= aa_1(n-1)+ ai(n- 1) mod2 (3.6.1)

























































































丁ノ(rノ･αノ ) ∝ (4.1.7)
とおく｡ (4.1.6)式のデルタ関数をフーリエ積分で表し,積分の順序交換を行うと,多少の
計算の後,防 (〟)を次のような型に表現することができる｡









- ( :u:ID/2_1 ; i,U I.二三 (4･1･10)
この式からもわかるように,ベキの指数は,乱流のフラクタル次元Dに依存している｡ (4.1.































前 S-,! 1aj'Sj ･S (4.2.2)
し か し , L ･ T ･T ･ が あ る と拡 散 係数a2あるいは高次の拡散係数 a3,α4･-･が発散し, こ
の 展 開 は 破 綻 す る ｡ 従 って, L T｡Tの有無は, 粒子の運動を理論的に解析する立場からすれ
ば 重 大 な 問 題 な の で あ る｡
















次のような格子モデルを考える｡ x軸上の各点 3-iAx(i:整数 )に, 点状の不純物が
並んでいる中を,+ Cまたは-Cの速度だけをとりうる粒子が走っている状態を考える｡時刻
i-nAx/Cに,区間 ((i-1)Ax,iAx〕にあり,速度が + Cだった粒子は,障刻 t-
(n+1)A.r/Cにおいては3- iAx にある不純物に散乱されて速度がICになり, 区間
((i-1)Ax.iAx〕 にあるかあるいはその不純物に散乱されずに同じ速度のまま;区間
(iA∬,(i+ 1)Ax〕 にあるかのいずれかであるとする｡おのおの場合の生 じる確率は,そ
れぞれ 1-eT¢iとe~aiであるとする｡即ち, a-乙A x における不純物は,確率 1-e-ai
で粒子をはね返すわけである｡ (図4･2･1) ここで,この正の数 aiは,点3-iAx にお
ける不純物の量をあらわすものとみなすことができる｡この系に対 して,次の差分方程式が厳
密に成立する｡
si+(n+1)- e~ai･si_1+(n)+(卜 e~ai)S了 (n)
S了(a+1)-(1-e-ai'1)si+(n)+e~ai'1･si.1-(n:) (4.2.4)
ここでSi+(n)とSi-(n)は,それぞれ粒子が,障刻 t- nAx/Cにおいて,区間 (iAX･















tL二 か 1', oD'=D.' 1' i≒ノ (4･2･6)












i~1 - ト1 yヽ十 三 一 .一一一←




















ハミル トニアンLU が次式で与えられるようなN個のスピンSi-±1 より成る環状イジン
グ系を考える｡
_〟
N-∑H･SL弓 ii=lJ(il ･,(S i+1)(Sj+1)i=1 (4.3.1)
ここで別 ま外湯の強さを表わす｡また, i番目とj番目の格子間の相互作用を規定する.
I(i-))は,次の関係を満足するものとする.










全スピン中の上向きスピンの比率 qを与えたとき,エネルギー LU の最も低い状態は,上向
きスピンができる限り等間隔で並んでいる状態である｡例えば,nをある自然数としたとき,
q- 三の場合に勘 上向きのスピンはnスピンごとに配位している状態が最もエネルギーが低
い0 9が有理数であ｡,互いに素な自然数 -Inによ-てq霊 とあらわされる場合には,ス
ピンはnを周期とし, 1つの周期の中に7n個の上向きのスピンを含むように配列する.このと
き上向きのスピン同志の間隔は,[三]または [三]+1であるo例えば, 官寸 言･号
の場合には,それぞれ次のようになる｡
1
- I･･･+ 一 一 + 一 一 + - 1 -･
3 I
2
- ････+ I - + - + 一 一 + 一 ･-
5'
3





















































































































じくらいの時期 (と言っても今から10数年前 )に独立に生まれた｡ どちらも観測スケールを
変える変換のもとで不変なものを解析することがねらいであったが,フラクタルは幾何学的な
形に,そして繰 り込み群は物理的な量にそれぞれ焦点を向けていた｡しかし,最近ではフラク






























































































































出された.72) 例えば, A-100位にしておいて, 100×100格子上でP をいろいろ変え
たときのパーコレーションクラスターの出現確率P′をコンピューターによって調べ,fb の
関数型を推定するのである.fbの関数型は正確には決まらないと_いう欠点はあるが,一度に









































































sin器 (O- α) (5･2･11)
Ⅹく0の場合は, (5.2.8)式によって与えられる｡
もしも0<α<1で,′かつ β ニ ーαのときにはⅩ<0に対して,

























































































































































































1は, 実験室でつくり出された乱流のエネルギースペクトル E(k)とkの関係を log-log プ
ロットしたものであるが,78) 慣性領域に見られる直線的な部分はほぼ k-5/3になってお り,
次元解析の結果が正しいことを裏づけているoしかし,残念ながら,-5/3乗則からの補正
((5･3･13)式 )を確かめる程,実験の精度は高くないようである｡








































































,TiH . p(∬一再 n~1dy
CK)
(5.4.7)
を甲の n階の積分というoまた 甲がN回連続微分可能ならば,-Nくn<0,に対 して
Inを,
1 jx'
InP(x)…T7B PfJ P(xl )yn-1dy0
によって定義する｡ただし, Pf.は発散積分の有限部分をとることを示す｡
このように定義した Inには,次のような性質がある｡
zl(ZPP)- Zl+p, lop- P
dγ
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